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Рассматривается математический аппарат формальных программных машин, представляю-
щий собой упорядоченное множество универсальных алгоритмических алгебраических систем. Ал-
гебраические системы дают возможность адекватно и однотипно описывать и анализировать про-
граммный код для существенно различных языков программирования, таких как С, Lisp, Prolog, 
Python. Алгебраические системы подразделяются на алгебры работы с оперативной памятью, ал-
гебры констант, алгебры управляющих синтаксических конструкций и алгебры интерпретации про-
граммного кода. Сигнатура формальных программных машин позволяет рассматривать компози-
цию и декомпозицию всех элементов программного кода для синтеза простых конструкций в слож-
ные алгоритмические структуры  или анализа сложных программ на простейшие конструкции. В 
статье показывается, что формальные программные машины могут быть использованы не только 
для необъектных языков, но и для структуризации объектно-ориентированных языков программи-
рования.  

Приводится пример объектно-ориентированной программы на языке С++, показывается воз-
можность ее формального анализа и получения объектно-ориентированного кода из функционально-
эквивалентных необъектных программ.  

В результате произведенных экспериментов показана эффективность применения формальных 
программных машин для оптимизации программного кода с увеличением эффективности на множе-
стве сложных программ. 

Целью работы является презентация эффективного применения формальных программных ма-
шин не только для анализа и оптимизации необъектных программ, но и для объектно-
ориентированного подхода.  
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Введение 
Формальные программные машины являются математическим аппаратом, использую-

щим ансамбли алгоритмических алгебраических систем для анализа концептуальной целост-
ности языков программирования [1-3]. Кроме того, они с успехом используются для струк-
туризации (регуляризации) и оптимизации программного кода. Этот математический аппарат 
позволяет представить принципиально различные языки программирования (например, Lisp, 
Prolog, C) в единообразной форме, что делает возможным формальное конвертирование кон-
струкций одного языка в другой.  

Современные исследования в области алгоритмических алгебр [4-6] показали эффектив-
ность формального анализа программ, который в развитых теориях доведен до уровня про-
граммных логик [7-10]. 

До настоящего времени программные машины применялись для программ, не использу-
ющих объектно-ориентированный подход. В то же время современные программы в подав-
ляющем большинстве случаев используют концепцию объектов и классов с механизмами 
инкапсуляции, наследования и полиморфизма. В представленной здесь статье решается ак-
туальная задача проектирования нового метода применения формальных программных ма-
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шин для анализа объектно-ориентированных языков и соответствующего программного кода 
на примере языка программирования С++. 

Теоретическая часть 

Базовые программные машины  
Теория формальных программных машин TL для языка программирования L в ее наибо-

лее полной форме предполагает наличие шести алгоритмических алгебраических си-
стем (ААС): 
 TL = < ML, KL, AL, FL, ФL, IL >,  
где ML – ААС оперативной памяти, KL – ААС констант языка L, AL – ААС унарных, бинар-
ных и тернарных операций, FL – ААС управляющих синтаксических конструкций (операто-
ров), ФL и IL – ААС интерпретации синтаксических конструкций и операций соответственно. 

Каждая из алгебраических систем имеет базовое множество-носитель, на котором опре-
деляется сигнатура (множество операций), позволяющая строить из более простых элемен-
тов сложные производные конструкции: 

– базовые и производные типы данных (ML); 
– сложные константы (KL), соответствующие типам данных;  
– сложные последовательности операций (AL), образующие выражения; 
– программы и подпрограммы (FL), состоящие из операторов;  
– перевод всех конструкций языка программирования L в базовую форму интерпретации 

(ФL, IL), например язык Ассемблера. 
Кроме сигнатуры каждая из ААС дополнена множеством отношений, позволяющих упо-

рядочивать конструкции языка L по вложенности друг в друга, величине или размеру, функ-
циональной зависимости, эквивалентности и т.п.  

Формальная аналитика и применение программных машин для необъектных языков про-
граммирования с целью структуризации и оптимизации подробно рассмотрены в [1-3]. 

Программные машины  
для объектно-ориентированных языков программирования 

На примере языка С++ рассмотрим концепцию применения формальных программных 
машин в объектно-ориентированном подходе. Для простоты изложения будем рассматривать 
сокращенный вариант программной машины TC++, не принимая во внимание ААС интерпре-
тации ФC++ , IC++ , поскольку такого формального аппарата будет достаточно для рассмотре-
ния основных языковых конструкций: 
 TC++ =  < MC++, KC++, AC++, FC++ >.  

Формально можно рассматривать каждый компонент этой системы множеств как алгебру 
без учета отношений, базовое множество и сигнатура которой зависят от разрабатываемого 
программистом инструментария и главного модуля программы.  

Алгебра оперативной памяти MC++ представляется множеством переменных для опреде-
ленных типов данных, полностью заданных размером занимаемой ими оперативной памяти в 
байтах. 
 MC++ = { m0(size0), m1(size2), …, mi(sizei), …, mm(sizem) },  
где sizei Є {0,1,…, n}, то есть принадлежит множеству целых положительных чисел.  

Алгебра констант KC++ соответствует множеству всех использованных в тексте програм-
мы констант разных типов, полностью заданных своим значением.  
 KC++ = { k0, k1, …, kj, …, kk},  
где j является элементом множества констант С++ , использованных в программе, например, 
константу 243 можно записать как k243, а литеральную конструкцию «line» обозначить как 
kline. На взгляд автора, это некоторое упрощение, возможно более строгой записи ki(«line»), 
делает формальные выражения алгебры более простыми. 
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Алгебра AC++ состоит из всех унарных, бинарных и тернарных операций языка С++, ко-
торые могут быть обозначены, например, так: a=, aor, a++ и т.п. 

Наконец, алгебра FC++  базовым множеством имеет все управляющие операторы кон-
кретной программы, например, оператор  
 if(x == 0) y = 1  
будет в формальной записи выглядеть так: 
 fif (a== (k0), a= (my, k1)).  

Безусловно, теоретически существует бесконечное множество всех возможных программ 
на языке С++. В этом случае каждая из алгебр будет задана бесконечным множеством всех 
возможных конструкций своего вида, называемых универсумом. 

Далее для примера приведем короткую программу на языке С++:  
class Student 
{ char firstName[52]; 
 char lastName [52]; 
 int yearBirth; 
public: 
 Student(const char* firstName, char* lastName, int yearBirth): 
            yearBirth(yearBirth) { 
  cout << "Student(...) " << lastName << firstName << endl; 
  strcpy(this->firstName, firstName); 
  strcpy(this->lastName, lastName); 
 } 
 ~Student(){ cout << "~Student(...) " << lastName << firstName << endl;} 
 const char* getLastName() { return lastName; } 
 void printAbout(){ cout << getLastName()  << endl; } 
}; 
class Magistrant: public Student{ int grades[10];  
         public: 
 Magistrant(const char* firstName, char* lastName, int yearBirth) : 
                              Student(firstName, lastName, yearBirth) { 
  cout << "Magistrant(...) " << lastName << firstName << endl; 
  memset(&grades, 0, 10 * sizeof(int)); 
 } 
 ~Magistrant(){cout << "~Magistrant(...) " << getLastName() << endl;} 
 void setGrade(int subjectId, int grade) { 
      if(subjectId < 0 || subjectId >= 10 || grade < 0 || grade > 5) return; 
      grades[subjectId] = grade; 
 } 
 int getGrade(int subjectId) { 
  if(subjectId < 0 || subjectId >= 10) return 0; 
  return grades[subjectId]; 
 } 
 void printGrades() { 
  for (int i = 0; i < 10; ++i)  { 
   cout << "дисциплина №" << i + 1 << ": "; 
   if( grades[i] ) 
    cout << " оценка " << grades[i];  
   else 
    cout << "нет оценки";  
   cout << endl; 
  } 
 } 
}; 
int main( ){ 
 Student student("Иван", "Иванов", 2007); 
 student.printAbout(); cout << endl; 
 Magistrant magistrant("Петр", "Петров", 2004); 
 magistrant.setGrade(3, 4); 
 magistrant.setGrade(5, 5); 
 magistrant.printAbout(); 
 magistrant.printGrades(); 
 cout << endl; return 0; 
} 
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Эта программа описывает базовый класс студентов «Student» и производный от него 
класс магистрантов «Magistrant» как частный случай студентов. Объекты (экземпляры) базо-
вого класса имеют элементами данных только имя, фамилию и год рождения. Производный 
класс кроме этих данных содержит еще и оценки обучающегося по десяти дисциплинам. 

Если представить эту программу в нотации формальных программных машин, то для 
главного модуля эти выражения можно представить таблицей 1. 

Таблица 1 – Формальное представление главного модуля программы 
Table 1 – Formal representation of the main program module 

Код программы Формальное выражение  
int main( ) { fdef( fmain( ) = 
Student student("Иван", "Иванов", 2007);   fStudent(mstudent, kИван, kИванов, k2007) + 
student.printAbout(); cout << endl;   fprintAbout(mstudent) + fcout(kendl) + 
Magistrant magistrant("Петр", "Петров", 
2004); 

  fMagistrant(mmagistrant, kПетр, kПетров, k2004) + 
magistrant.setGrade(3, 4); 
magistrant.setGrade(5, 5); 
magistrant.printAbout(); 
magistrant.printGrades(); 

  fsetGrade(mmagistrant, k3, k4) + 
  fsetGrade(mmagistrant, k5, k5) + 
  fprintAbout(mmagistrant ) + 
  fprintGrades(mmagistrant) 

cout << endl;   fcout(kendl) + 
return 0;} freturn(k0) ) 

Нетрудно видеть, что такое формальное представление программы не зависит от синтак-
сических конструкций языка С++. Операторы здесь задаются соответствующими им симво-
лами f с именованными индексами, а их последовательность задается операцией «+». Пере-
менные m и константы k также содержат нижние поименованные индексы. Подробнее о 
формальном представлении программ для других языков программирования можно найти 
в [2, 3]. Это означает, что запись функционально-эквивалентной программы, например на 
языке Python или Lisp, в формальной нотации выглядела бы абсолютно тождественно приве-
денной в таблице 1. По сути дела, этот факт свидетельствует о возможности использовать 
формальные программные машины для разработки автоматических конверторов программ-
ного кода с одного языка на другой.  

Фрагмент программы на языке С++, содержащий определения базового и производного 
классов и использующий кроме уже рассмотренных обозначений конструкции алгебры логи-
ки aor и формальной арифметики a++, собран в таблицу 2. 

Следует заметить, что в полном соответствии с концепцией функциональности языка 
программирования С++ в формальных выражениях конструкции создания указателей «*», 
массивов «[ ]» и оператор присваивания «=» являются операциями соответствующих алгебр 
формальной программной машины. 

Таблица 2 – Формальное представление определений программы 
Table 2 – Formal representation of program definitions 

Код программы Формальное выражение  
#include <iostream>  
#include <strings.h> 
#include <ctime> 

fio ( ) + fstr ( ) + fct ( );  

class Student 
{ char firstName[52]; 
 char lastName [52]; 
 int yearBirth; 
public: 

fclass ( 
  mStudent = mfN(52) + mlN(52) + myB,   

Student(const char* firstName, char* 
lastName, int yearBirth):            
yearBirth(yearBirth) 

fdef( 
          fStudent(m*fN(64), m*lN(64), myB) =  

cout << "Student(...) " << lastName << 
firstName << endl; 
strcpy(this->firstName, firstName); 
strcpy(this->lastName, lastName); 

fcout(kStudent(…)+f*( m*lN)+ f*( m*fN)+mendl)) 
+fstrcpy(mthis.fN , mfN) + fstrcpy(mthis.lN , mlN) 
 
) 
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~Student(){ cout << "~Student(...) " 
<< lastName << firstName << endl;} 

fdef ( f~student( ) = fcout(k~Student(…) +  
f[]( mlN)+ f[]( mfN)+mendl)) 

const char* getLastName()  
{ return lastName; } 

fdef( fgetLastName( )= freurn(mlN)) 
void printAbout(){ cout<< getLastName()  
<< endl;} 

fdef(fprintAbout(fcout(fgetLastName( )+ mendl)) 
) 

class Magistrant: public Student fclass(mStudent + mgrades(10) = 
{cout << "Magistrant(...) " << lastName 
<< firstName << endl; 
memset(&grades, 0, 10 * sizeof(int)); } 
 

fdef(  
fMagistrant  (fStudent(mfN(64), mlN(64), myB) + m*fN-
(64), m*lN-(64), myB- + m*grades) = fcout(kStudent(…) 
+f*( m*lN)+ f*( m*fN) + mendl)) + fmem-

set(m*grades,k0) ) ) 
~Magistrant(){cout << "~Magistrant(...) 
" << getLastName() << endl;} 

fdef ( f~Magistrant( ) = fcout(k~Magistrant(…) +  
f[]( mlN)+ f[]( mfN)+ fgetLastName( )+mendl))) 

void setGrade(int subjectId, int grade) fdef ( fsetGrade(msubjectId, mgrade ) = 
{if(subjectId < 0 || subjectId >= 10 || 
grade < 0 || grade > 5) return; 
grades[subjectId] = grade;} 

fif ( aor(  f< (msubjectId, k0), f>=( msubjectId, k10), f< 
(mgrade, k0), f>( mgrade, k5)), freturn()) + 
a=(m*grades+subjected, mgrade) 

int getGrade(int subjectId) fdef ( fgetGrade(msubjectId) = 
if(subjectId<0|| subjectId >= 10) re-
turn 0; 
return grades[subjectId]; 

fif ( aor(f<(msubjectId, k0), f>=(msubjectId,k10)), 
freturn(m*grades+subjectId))) 

void printGrades() fdef( fprintGrades () = 
for(int i = 0; i < 10; ++i)  { 
cout << "дисциплина №"<<i + 1 << ": "; 
if( grades[i] )cout << " оценка " << 
grades[i]; else cout << "нет оценки"; 
cout << endl;} 

ffor( f=(mi, k0), f< (mi, k10), a++(mi), fbegin( 
fcout(kдисциплина № + ki+1 + k: ) + fif-else(f!=(m*grades+I, 
k1), fcout( kоценка + k*grades+i ), fcout(kнет оценки, kendl) 
) )  
) 

Полезные структурные свойства объектно-ориентированных  
формальных программных машин 

Объектно-ориентированный подход дал возможность разработчикам проектировать про-
граммный код более формально и в более жестких рамках синтаксических конструкций 
(например, С++), чем если бы функционально-эквивалентный код был написан в синтаксисе 
необъектного языка программирования (например, С). Эту особенность легко заметить в 
формальных выражениях программной машины. Предположим, есть два фрагмента необъ-
ектной программы на языке С для описания абстрактных типов данных Student и Magistrant, 
представленных следующим описанием: 
struct Student 
{ char FirstNm[52]; 
 char LastNm [52]; 
 int YearBirth; 
} student; 
void Student(const char* FirstNm, char* LastNm, int YearBirth); 
 
struct Magistrant 
{ char FirstNm[52]; 
 char LastNm [52]; 
 int YearBirth; 
            int Grades [10]; 
} magistrant; 
void Magistrant(const char* FirstNm, char* LastNm, int YearBirth); 

На первый взгляд, описания структур Student и Magistrant в приведенном фрагменте про-
граммы имеют существенное отличие, особенно если учесть наименования элементов дан-
ных структур. Однако с точки зрения формального подхода названия типов данных не имеют 
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значения, поскольку в этом случае, как было сказано ранее, учитываются только размеры 
данных в байтах. Формальная запись фрагментов может выглядеть более унифицировано 
следующим образом: 

fdef (m1 = ( m11(52) + m12(52) + m13(64) )) + fdef (f1(m11(52), m12(52), m13(64)) – для первого 
фрагмента и  

fdef (m1 = ( m11(52) + m12(52) + m13(64) + m14(640))) ++ fdef (f1(m11(52), m12(52), m13(64)) – 
для второго фрагмента. 

Из этой записи явно следует эквивалентность определений функций f1 в обоих фрагмен-
тах и непустое пересечение (операция «») элементов оперативной памяти данных m1: 

m11(52) + m12(52) + m13(64)  m11(52) + m12(52) + m13(64) + m14(640) =   
= m11(52) + m12(52) + m13(64). 

При необходимости можно вычислить прямую разность (операция «−») этих элементов 
памяти: 

m11(52) + m12(52) + m13(64) + m14(640) − m11(52) + m12(52) + m13(64) = m14(640) 
Для определения возможности создания оптимизирующей конструкции «базовый 

класс − подкласс» теперь достаточно следующих двух условий идентификации с помощью 
формальной записи программного кода. 

1. В двух или более фрагментах программы присутствуют элементы памяти, пересекаю-
щиеся в их формальной записи. 

2. В двух или более фрагментах программы присутствуют однотипные определения 
функций-подпрограмм. Однотипными с алгебраической точки зрения считаются функции с 
одинаковым количеством аргументов, полностью совпадающих друг с другом по последова-
тельности типов.  

При выполнении указанных условий применимо правило образования наследуемых 
классов: «выделить общие части элементов данных и функций, определенных на множестве 
этих элементов данных, в базовый родительский класс; разность элементов данных и функ-
ций оформить в виде производного дочернего класса». 

Выделение общей части программного кода в единый базовый класс является оптимизи-
рующим преобразованием, сокращающим размер программы. Дополнительным эффектом 
при определении фрагментов программы  в качестве класса является объединение элементов 
данных совместно с функциями, определенными на множестве этих данных, в единую «кап-
сулу». Инкапсуляция является существенным определяющим фактором эффективности про-
цедуры локализации логических ошибок в программе.  

Результирующий программный код при применении сформулированного правила, по су-
ти дела, можно найти в таблице 2. 

Условия применения рассмотренных формальных представлений объектно-
ориентированных программ полностью соответствуют всем соглашениям подхода к эквива-
лентной оптимизирующей трансформации необъектного программного кода [2, 3]. Это дела-
ет возможным использовать формальную оптимизацию для любых программ на языке С++, 
включая подмножество базового языка С. К таким оптимизирующим трансформациям отно-
сятся: 

– исключение повторных вычислений; 
– замена сложных фрагментов кода эквивалентным упрощением; 
– исключение неработающих переменных; 
– замена вычислений константами; 
– инициализация переменных; 
– сокращение числа обращений к функциям; 
– сокращение конструкций, использующих индексы; 
– объединение циклов; 
– исключение инвариантных вычислений; 
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– оптимизация условного оператора; 
– преобразование размерности данных; 
– сокращение логических выражений; 
– сокращение числа инициализаций цикла. 
Кроме оптимизации программного кода формальные программные машины могут быть 

использованы в качестве инструментария предварительной токенизации программного кода 
в языковых нейросетевых моделях [11] для получения языковых конверторов или автомати-
ческого поиска логических ошибок. 

Экспериментальные исследования 
В качестве экспериментальных исследований использовались тексты программ курсовых 

проектов по дисциплине «Объектно-ориентированное программирование» студентов 3-4 
курсов. Были исследованы 42 программы на языке программирования С и 40 программ на 
языке программирования С++.  

Оптимизация студенческих программ производилась с помощью частичной автоматиза-
ции для поиска типизированных фрагментов программ, далее в ручном режиме использова-
лись правила эквивалентной трансформации формальных программных машин. Результаты 
их применения приведены на рисунке 1. 

Число строк программного кода (тыс. строк) 
Язык С Оптимизация, % Язык С++ Оптимизация, % 

1 5 1 4 
2 5,7 2 4,2 
3 6 3 5 
4 6 4 6 
5 8 5 8 
6 9,5 6 9 
7 10 7 10,2 
8 12 8 12 
9 12,9 9 14 
10 14 10 17 
11 17 11 20 
12 21 12 24 

 
Рисунок 1 – Оптимизация программного кода для языков С и С++ 

Figure 1 – Optimization of program code for C and C++ languages 
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Заключение 
Произведенные эксперименты позволяют сделать вывод об эффективности использова-

ния формальных программных машин не только для программного кода на универсальных, 
логических и функциональных языках программирования, но и на объектно-
ориентированных языках. Формальное представление программ позволяет отыскивать функ-
ционально-эквивалентные фрагменты программного кода, находить избыточные и дубли-
рующиеся конструкции, а следовательно, производить их оптимизацию. Для больших про-
грамм более 20 тысяч строк такая оптимизация может достигать 20 и более процентов. 
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Mathematical apparatus of formal software machines which is an ordered set of universal algorithmic 
algebraic systems is considered. Algebraic systems make it possible to adequately and uniformly describe 
and analyze program code for significantly different programming languages, such as C, Lisp, Prolog, Py-
thon. Algebraic systems are divided into algebras of working with RAM, algebras of constants, algebras of 
control syntactic constructions and algebras of program code interpretation. The signature of formal soft-
ware machines allows us to consider composition and decomposition of all program code elements for the 
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synthesis of simple structures into complex algorithmic structures or the analysis of complex programs into 
simplest structures. The article shows that formal software machines can be used not only for non-object 
languages, but also for structuring object-oriented programming languages. 

An example of an object-oriented program in C++ is given, the possibility of its formal analysis and ob-
taining object-oriented code from functionally equivalent non-object programs is shown. As a result of the 
experiments performed, the effectiveness of using formal software machines to optimize program code with 
increased efficiency on a variety of complex programs is shown.  

The aim of the work is to present the effective use of formal software machines not only for the analysis 
and optimization of non-object programs, but also for object-oriented approach.  
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